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Ⅰ．はじめに

　回帰分析と相関分析は、測定法評価や観測
データ間の関係を解析するうえにおいて極めて
重要な統計的手法である。しかし、回帰分析に
おける回帰式の決定方法の選択や、相関係数の
意味について誤解されている場合が少なくな
い。また、回帰分析に属する主成分回帰は、本
シリーズの主テーマである主成分分析の根本と
なる分析法である。そこで今回は、これらの分
析法の数理に軸足を置いて解説する。なお、以
下の解説では文献1）2）3）4）を参考とした。

Ⅱ．回帰分析

　回帰分析の主目的は、目的変数：yと説明変数：
xを、回帰式：y=ax+bとして関係付けることに
ある。ここで、説明変数に係る係数aは、説明
変数が1単位変化したときの目的変数の変化量
を意味しており、bは説明変数が0のときの目的
変数の値：初期値を表している。回帰式の決定
方法には以下に示す4つの方法がある。

1．最小二乗法による方法
　これは、各プロットから回帰直線までのy軸
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方向の距離dの2乗和が最小となるように回帰式
の傾きaを決定する方法である（Fig. 1A）。こ
の場合、距離dはy軸に配置した測定値の誤差を
意味しており、この誤差が最小となるように回
帰直線が決定される。言い換えると、xに置い
た測定値の誤差は仮定していないので、正確に
は「xを基準とした最小二乗法」と表現できる。
この方法は、標準物質や標準的測定法での値を
x軸に、日常測定法での測定値をy軸に配置した
回帰分析や、検量線の作成には適用できるが、
測定誤差を無視できない（日常）測定法間の回
帰分析に用いることは妥当ではない。
　一方、Fig. 1Bは、各プロットから回帰直線ま
でのx軸方向の距離dの2乗和が最小となるよう
に回帰式を決定する「yを基準とした最小二乗
法」であるが、通常の回帰分析に単独で適用さ
れることはない。
　Table 1に「xを基準とした最小二乗法」によ

る回帰直線の決定プロセスを示す。まず、xの
測定値から平均を引いた値をxの偏差とし、そ
の2乗和をSxxとする。同様にyの偏差を求め、x
とyの偏差の積和をSxyとすると、回帰式の傾き
は次式から算出される。
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回帰分析と相関分析は、測定法評価や観測データ間の関係を解析するうえにおいて極めて重要な統計
的手法である。しかし、回帰分析における回帰式の決定方法の選択や、相関係数の意味について誤解され
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を決定する方法である（ ）。この場合、距離𝑑𝑑は𝑦𝑦軸に配置した測定値の誤差を意味しており、この
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いので、正確には「𝑥𝑥を基準とした最小二乗法」と表現できる。この方法は、標準物質や標準的測定法で
の値を𝑥𝑥軸に、日常測定法での測定値を𝑦𝑦軸に配置した回帰分析や、検量線の作成には適用できるが、測
定誤差を無視できない（日常）測定法間の回帰分析に用いることは妥当ではない。
一方、 は、各プロットから回帰直線までの𝑥𝑥軸方向の距離𝑑𝑑の 乗和が最小となるように回帰式

を決定する「𝑦𝑦を基準とした最小二乗法」であるが、通常の回帰分析に単独で適用されることはない。
に「𝑥𝑥を基準とした最小二乗法」による回帰直線の決定プロセスを示す。まず、𝑥𝑥の測定値から

平均を引いた値を𝑥𝑥の偏差とし、その２乗和を𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥とする。同様に𝑦𝑦の偏差を求め、𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差の積和を𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
とすると、回帰式の傾きは次式から算出される。

傾き：𝑎𝑎 = 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
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回帰式の初期値は、後述するいずれの回帰直線
もxとyの平均（重心）を通過することより、次
式により算出される。

回帰式の初期値は、後述するいずれの回帰直線も𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均（重心）を通過することより、次式により算
出される。

初期値：𝑏𝑏 = 𝑦̅𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑥̅𝑥 = － × ＝

したがって、 の回帰式は、𝑦𝑦 = 0.932𝑥𝑥 + 3.808 となる。

．標準主軸回帰
𝑦𝑦だけでなく𝑥𝑥軸に配置した測定値にも同程度の誤差があると仮定して適用される回帰方法である。そ

の傾きは、「𝑥𝑥を基準とした最小二乗法」による傾き𝑎𝑎1と、「𝑦𝑦を基準とした最小二乗法」とした傾き𝑎𝑎2の幾
何平均として算出される。

𝑎𝑎 = √𝑎𝑎1 × 𝑎𝑎2

におけるyを基準とした回帰直線の傾きを とすると、標準主軸回帰式の傾きは、
𝑎𝑎 = √0.932 × 2.135 = 1.411

初期値は、

𝑏𝑏 = 𝑦̅𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑥̅𝑥 = － × ＝

と決定される。
標準主軸回帰は、（日常）測定法評価に対して最も実用的かつ妥当な分析法である。また、最小二乗法

による回帰分析はエクセルのワークシート関数（ 関数）で対応できるが、標準主軸回帰もエクセ
ルで実行可能である。 ２ にその方法を示す。
まず、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定値をシートに入力し、① 𝑥𝑥を基準とした回帰式の傾きを次式で求める。

① ＝
次に、② 𝑦𝑦を基準とした回帰式の傾きを次式で求める。

② ＝
①と②の幾何平均を③により、初期値を④により算出すると、回帰式は、

𝑦𝑦 = 1.34𝑥𝑥 − 98.1
と決定される。

．主成分回帰（ １ ）
この回帰法は、各プロットから回帰直線に下した垂線の長さの 乗和が最小となるように傾きが決定

される。前述のごとく、主成分回帰が変数を合成・縮約するための主成分分析に応用されている。また、
近年では新しい精度管理法としても利用されている ）。しかし、主成分回帰ではバラつきの大きな変数の
軸方向に回帰直線が傾く傾向にあり、また𝑥𝑥と𝑦𝑦の単位が異なると意味のない回帰式が得られる場合があ
るので、測定法評価のために適用されることはない。
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と決定される。
　標準主軸回帰は、（日常）測定法評価に対し
て最も実用的かつ妥当な分析法である。また、
最小二乗法による回帰分析はエクセルのワーク
シート関数（SLOPE関数）で対応できるが、標
準主軸回帰もエクセルで実行可能である。Fig. 2 
にその方法を示す。

Table 1　 The process of determining a regression line by the method of least squares.

𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑥𝑥の偏差 𝑥𝑥の偏差の二乗 𝑦𝑦の偏差 𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差の積
1 8 -5 25 -1.4 7
3 10 -3 9 0.6 -1.8
5 2 -1 1 -7.4 7.4
8 7 2 4 -2.4 -4.8

13 20 7 49 10.6 74.2
平均 6 9.4 総和 0 𝑺𝑺𝒙𝒙𝒙𝒙＝88 0 𝑺𝑺𝒙𝒙𝒙𝒙= 82
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Fig. 1　Method of determining the regression line
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　まず、xとyの測定値をシートに入力し、① x
を基準とした回帰式の傾きを次式で求める。

①　＝ SLOPE(B2:B11 , C2:C11)
次に、② yを基準とした回帰式の傾きを次式で
求める。

②　＝ 1/SLOPE(C2:C11 , B2:B11)
①と②の幾何平均を③により、初期値を④によ
り算出すると、回帰式は、

回帰式の初期値は、後述するいずれの回帰直線も𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均（重心）を通過することより、次式により算
出される。

初期値：𝑏𝑏 = 𝑦̅𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑥̅𝑥 = － × ＝

したがって、 の回帰式は、𝑦𝑦 = 0.932𝑥𝑥 + 3.808 となる。

．標準主軸回帰
𝑦𝑦だけでなく𝑥𝑥軸に配置した測定値にも同程度の誤差があると仮定して適用される回帰方法である。そ

の傾きは、「𝑥𝑥を基準とした最小二乗法」による傾き𝑎𝑎1と、「𝑦𝑦を基準とした最小二乗法」とした傾き𝑎𝑎2の幾
何平均として算出される。

𝑎𝑎 = √𝑎𝑎1 × 𝑎𝑎2

におけるyを基準とした回帰直線の傾きを とすると、標準主軸回帰式の傾きは、
𝑎𝑎 = √0.932 × 2.135 = 1.411

初期値は、

𝑏𝑏 = 𝑦̅𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑥̅𝑥 = － × ＝

と決定される。
標準主軸回帰は、（日常）測定法評価に対して最も実用的かつ妥当な分析法である。また、最小二乗法

による回帰分析はエクセルのワークシート関数（ 関数）で対応できるが、標準主軸回帰もエクセ
ルで実行可能である。 ２ にその方法を示す。
まず、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定値をシートに入力し、① 𝑥𝑥を基準とした回帰式の傾きを次式で求める。

① ＝
次に、② 𝑦𝑦を基準とした回帰式の傾きを次式で求める。

② ＝
①と②の幾何平均を③により、初期値を④により算出すると、回帰式は、

𝑦𝑦 = 1.34𝑥𝑥 − 98.1
と決定される。

．主成分回帰（ １ ）
この回帰法は、各プロットから回帰直線に下した垂線の長さの 乗和が最小となるように傾きが決定

される。前述のごとく、主成分回帰が変数を合成・縮約するための主成分分析に応用されている。また、
近年では新しい精度管理法としても利用されている ）。しかし、主成分回帰ではバラつきの大きな変数の
軸方向に回帰直線が傾く傾向にあり、また𝑥𝑥と𝑦𝑦の単位が異なると意味のない回帰式が得られる場合があ
るので、測定法評価のために適用されることはない。

と決定される。

3．主成分回帰（Fig. １C）
　この回帰法は、各プロットから回帰直線に下
した垂線の長さの2乗和が最小となるように傾
きが決定される。前述のごとく、主成分回帰が
変数を合成・縮約するための主成分分析に応用
されている。また、近年では新しい精度管理法
としても利用されている5）。しかし、主成分回
帰ではバラつきの大きな変数の軸方向に回帰直
線が傾く傾向にあり、またxとyの単位が異なる
と意味のない回帰式が得られる場合があるの
で、測定法評価のために適用されることはない。

4．Deming回帰
　xとyの測定誤差を最も忠実に反映した回帰式
が得られる。Deming回帰では、xとyの測定試
料を二重測定し分散を求め、それぞれの分散の
平均を誤差分散：ex、eyとして誤差分散比：λ
を算出する。

． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、

なお、二重測定の値をk1、k2とすると、その分

散は次式により算出される。

． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、

そして、yの偏差平方和をSyyとすると、Deming
回帰式の傾きaは次式より算出される。

． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、

λの視覚的な意味はFig. 1Dに示すように、

． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、

の関係が成立しており、λによって決まる角度 
（∠MPN）での各プロットと回帰直線までの距
離PMの2乗和が最小となるように傾きを決定す
ることにある。ここで、λを+∞に設定すると、
Deming回帰式はxを基準とした最小二乗法に、λ
を0に近づけるとyを基準とした最小二乗法によ
る回帰式に近似する。また、λ＝1のとき、
Deming回帰式は主成分回帰式に近似する。
　一方、λが不明の場合は、xとyの誤差分散を
それぞれの偏差平方和で置き換えると、
Deming回帰式は標準主軸回帰式に近似する。
Table 1のデータにおいて、λ＝2とした場合の
Deming回帰式を以下に示す。ちなみに、
Deming回帰の実行には専用の統計ソフトが必
要となる。

． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、

5．回帰係数（傾き）の有意性
　回帰式の傾きaの標準誤差：sbと、回帰直線か
らの標準偏差：sは次式で定義され、

①

②

③

④

①= SLOPE (B2:B11 , C2:C11)
Yの値 Xの値

③= (F2 * F6) ^ 0.5
①と②の幾何平均

④= B12－F11* C12
Yの平均－③×Xの平均

②= 1 / SLOPE (C2:C11 , B2:B11)
Yの値Xの値逆数

Fig. 2

Fig. 2　Running a standard principal axis regression in Excel
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． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、

． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、

次式で得られる統計量tが自由度n-2のt分布にし
たがうことを利用してその有意性を検定する。

． 回帰
𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定誤差を最も忠実に反映した回帰式が得られる。 回帰では、𝑥𝑥と𝑦𝑦の測定試料を二重

測定し分散を求め、それぞれの分散の平均を誤差分散：𝑒𝑒𝑥𝑥、𝑒𝑒𝑦𝑦として誤差分散比：λを算出する。

𝜆𝜆 =
𝑒𝑒𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥

なお、二重測定の値を𝑘𝑘1、𝑘𝑘2とすると、その分散は次式により算出される。
(𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘2)2

2
そして、𝑦𝑦の偏差平方和を𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦とすると、 回帰式の傾き𝑎𝑎は次式より算出される。

𝑎𝑎 =
𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 + √(𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜆𝜆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥)

2 + 4𝜆𝜆𝑆𝑆2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

λの視覚的な意味は に示すように、

tan∠MPN = 𝑎𝑎
𝜆𝜆

の関係が成立しており、λによって決まる角度（∠ ）での各プロットと回帰直線までの距離 の
２乗和が最小となるように傾きを決定することにある。ここで、λを ∞に設定すると、 回帰式
は𝑥𝑥を基準とした最小二乗法に、λを に近づけると𝑦𝑦を基準とした最小二乗法による回帰式に近似する。
また、λ＝ のとき、 回帰式は主成分回帰式に近似する。
一方、λが不明の場合は、𝑥𝑥と𝑦𝑦の誤差分散をそれぞれの偏差平方和で置き換えると、 回帰式は

標準主軸回帰式に近似する。 のデータにおいて、λ＝ とした場合の 回帰式を以下に示
す。ちなみに、 回帰の実行には専用の統計ソフトが必要となる。

𝑦𝑦 = 1.41𝑥𝑥 + 0.944

．回帰係数（傾き）の有意性

回帰式の傾き𝑎𝑎の標準誤差：𝑠𝑠𝑏𝑏と、回帰直線からの標準偏差：𝑠𝑠は次式で定義され、

𝑠𝑠𝑏𝑏 =
𝑠𝑠

√𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠 = √𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 × 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛 − 2

次式で得られる統計量𝑡𝑡が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用してその有意性を検定する。

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑏𝑏

Ⅱ で求めた𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による傾きの𝑠𝑠𝑏𝑏は であることより、𝑡𝑡値は となり、Ⅱ-1で求めたxを基準とした最小二乗法による
傾きのsbは0.611であることより、t値は1.523と
なり、自由度3のt分布における5％有意点3.182
以下であることから、有意な回帰係数ではない
と判断できる。

Ⅲ．相関分析

　xとyの直線関係を相関係数：rで提示するこ
とを主目的とする。ただし、相関係数の絶対値
が０に近似しているので、2変量間には関係が
ないと誤解される場合がある。散布図上でプ
ロットが円を描くとき、相関係数は0に近づく
が、xとyの間にはa,b,rを定数とした場合、
(x-a)2+(y-b)2=r2に近似した関係が成立している
からである。

１．相関係数算出のプロセス
　相関係数はxとyの偏差（中心化データともよ
ばれる）を、それぞれのSDで割った値（標準
化データ）同士の積の平均として算出される
（Fig. 3）。ただし、平均を求める際の分母は自
由度の関係から「標本数－1」とする。また、x
とyの偏差の積の平均が共分散に相当する。
　Fig. 4Aは測定データの、またFig. 4Bは標準
化データに変換した値での散布図であるが、変
換後もプロットの位置関係に変化はないことが
確認できる。ここで、xとyの標準化データ同志
の積は、そのプロットと原点を対角とする四角
形の面積に相当する。つまり、Fig. 3におけるx
とyの標準化データ同志の積の平均は、Fig. 4B
における5つの四角形の面積の平均を意味して
いる。したがって、第1象限と第3象限にあるプ
ロットからつくられる四角形の面積は（+）の
符号となるので、その面積から算出される相関
係数は（+）の符号、すなわち正の相関関係を
表すことになる。また、第2、4象限でのxとyの
標準化データは逆の符号となるため、相関係数
は（－）の符号、すなわち負の相関性を意味す
ることになる。一方、プロットが第1~4象限に
散在していると、その平均を求める際に正と負
の符号をもつ面積が互いにキャンセルし合うた
めに、相関係数は低く算出されることになる。
　相関係数算出のプロセスを式で展開すると、
まずxとyの標準化データの積は次式で表される。

Fig. 3　Process of calculating correlation coefficients

測定データ 中心化データ 標準化データ

𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒙𝒙 × 𝒚𝒚 𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒙𝒙 × 𝒚𝒚

1 8 -5 -1.4 7 -1.06 -0.21 0.22

3 10 -3 0.6 -1.8 -0.64 0.09 0.06

5 2 -1 -7.4 7.4 -0.21 -1.12 0.24

8 7 2 -2.4 -4.8 0.43 -0.36 -0.15

13 20 7 10.6 74.2 1.48 1.60 2.37

平均 6.0 9.4 平均 0 0 20.5 平均 0 0 0.67
SD 4.7 6.6 SD 4.7 6.6 SD 1 1

積和÷ 𝒏𝒏− 𝟏𝟏
=共分散

積和÷ 𝒏𝒏− 𝟏𝟏
=相関係数

測定データから平均を引く 中心化データをSDで割る

Fig. 3
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自由度 の𝑡𝑡分布における ％有意点 以下であることから、有意な回帰係数ではないと判断できる。

Ⅲ．相関分析
𝑥𝑥と𝑦𝑦の直線関係を相関係数：𝑟𝑟で提示することを主目的とする。ただし、相関係数の絶対値が０に近似

しているので、２変量間には関係がないと誤解される場合がある。散布図上でプロットが円を描くとき、
相関係数は に近づくが、𝑥𝑥と𝑦𝑦の間には𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑟𝑟を定数とした場合、(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + (𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)2 = 𝑟𝑟2に近似した関
係が成立しているからである。

１．相関係数算出のプロセス
相関係数は𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差（中心化データともよばれる）を、それぞれの で割った値（標準化データ）

同士の積の平均として算出される（ ）。ただし、平均を求める際の分母は自由度の関係から「標本数
－１」とする。また、𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差の積の平均が共分散に相当する。

は測定データの、また は標準化データに変換した値での散布図であるが、変換後もプ
ロットの位置関係に変化はないことが確認できる。ここで、𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データ同志の積は、そのプロ
ットと原点を対角とする四角形の面積に相当する。つまり、 における𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データ同志の積
の平均は、 における つの四角形の面積の平均を意味している。したがって、第 象限と第 象
限にあるプロットからつくられる四角形の面積は（ ）の符号となるので、その面積から算出される相関
係数は（ ）の符号、すなわち正の相関関係を表すことになる。また、第 、 象限での𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化デ
ータは逆の符号となるため、相関係数は（－）の符号、すなわち負の相関性を意味することになる。一方、
プロットが第 ～ 象限に散在していると、その平均を求める際に正と負の符号をもつ面積が互いにキャ
ンセルし合うために、相関係数は低く算出されることになる。
相関係数算出のプロセスを式で展開すると、まず𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データの積は次式で表される。

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥

×
(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

次に相関係数に相当する積の平均は、標本数を𝑛𝑛とすると、

{∑
(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥

×
(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} × 1

𝑛𝑛

となるので、整理すると、

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖−𝑥̅𝑥)×(𝑦𝑦𝑖𝑖−𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 × 1
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

上式の第 項は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)であるので、相関係数は、

次に相関係数に相当する積の平均は、標本数を
nとすると、

自由度 の𝑡𝑡分布における ％有意点 以下であることから、有意な回帰係数ではないと判断できる。

Ⅲ．相関分析
𝑥𝑥と𝑦𝑦の直線関係を相関係数：𝑟𝑟で提示することを主目的とする。ただし、相関係数の絶対値が０に近似

しているので、２変量間には関係がないと誤解される場合がある。散布図上でプロットが円を描くとき、
相関係数は に近づくが、𝑥𝑥と𝑦𝑦の間には𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑟𝑟を定数とした場合、(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + (𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)2 = 𝑟𝑟2に近似した関
係が成立しているからである。

１．相関係数算出のプロセス
相関係数は𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差（中心化データともよばれる）を、それぞれの で割った値（標準化データ）

同士の積の平均として算出される（ ）。ただし、平均を求める際の分母は自由度の関係から「標本数
－１」とする。また、𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差の積の平均が共分散に相当する。

は測定データの、また は標準化データに変換した値での散布図であるが、変換後もプ
ロットの位置関係に変化はないことが確認できる。ここで、𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データ同志の積は、そのプロ
ットと原点を対角とする四角形の面積に相当する。つまり、 における𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データ同志の積
の平均は、 における つの四角形の面積の平均を意味している。したがって、第 象限と第 象
限にあるプロットからつくられる四角形の面積は（ ）の符号となるので、その面積から算出される相関
係数は（ ）の符号、すなわち正の相関関係を表すことになる。また、第 、 象限での𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化デ
ータは逆の符号となるため、相関係数は（－）の符号、すなわち負の相関性を意味することになる。一方、
プロットが第 ～ 象限に散在していると、その平均を求める際に正と負の符号をもつ面積が互いにキャ
ンセルし合うために、相関係数は低く算出されることになる。
相関係数算出のプロセスを式で展開すると、まず𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データの積は次式で表される。

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥

×
(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

次に相関係数に相当する積の平均は、標本数を𝑛𝑛とすると、

{∑
(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥

×
(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} × 1

𝑛𝑛

となるので、整理すると、

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖−𝑥̅𝑥)×(𝑦𝑦𝑖𝑖−𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 × 1
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

上式の第 項は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)であるので、相関係数は、

となるので、整理すると、

自由度 の𝑡𝑡分布における ％有意点 以下であることから、有意な回帰係数ではないと判断できる。

Ⅲ．相関分析
𝑥𝑥と𝑦𝑦の直線関係を相関係数：𝑟𝑟で提示することを主目的とする。ただし、相関係数の絶対値が０に近似

しているので、２変量間には関係がないと誤解される場合がある。散布図上でプロットが円を描くとき、
相関係数は に近づくが、𝑥𝑥と𝑦𝑦の間には𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑟𝑟を定数とした場合、(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + (𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)2 = 𝑟𝑟2に近似した関
係が成立しているからである。

１．相関係数算出のプロセス
相関係数は𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差（中心化データともよばれる）を、それぞれの で割った値（標準化データ）

同士の積の平均として算出される（ ）。ただし、平均を求める際の分母は自由度の関係から「標本数
－１」とする。また、𝑥𝑥と𝑦𝑦の偏差の積の平均が共分散に相当する。

は測定データの、また は標準化データに変換した値での散布図であるが、変換後もプ
ロットの位置関係に変化はないことが確認できる。ここで、𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データ同志の積は、そのプロ
ットと原点を対角とする四角形の面積に相当する。つまり、 における𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データ同志の積
の平均は、 における つの四角形の面積の平均を意味している。したがって、第 象限と第 象
限にあるプロットからつくられる四角形の面積は（ ）の符号となるので、その面積から算出される相関
係数は（ ）の符号、すなわち正の相関関係を表すことになる。また、第 、 象限での𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化デ
ータは逆の符号となるため、相関係数は（－）の符号、すなわち負の相関性を意味することになる。一方、
プロットが第 ～ 象限に散在していると、その平均を求める際に正と負の符号をもつ面積が互いにキャ
ンセルし合うために、相関係数は低く算出されることになる。
相関係数算出のプロセスを式で展開すると、まず𝑥𝑥と𝑦𝑦の標準化データの積は次式で表される。

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥

×
(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

次に相関係数に相当する積の平均は、標本数を𝑛𝑛とすると、

{∑
(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥

×
(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} × 1

𝑛𝑛

となるので、整理すると、

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖−𝑥̅𝑥)×(𝑦𝑦𝑖𝑖−𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 × 1
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

上式の第 項は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)であるので、相関係数は、上式の第1項はxとyの共分散：COV (x,y)である
ので、相関係数は、

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

で定義できる。また、測定データが標準化され
ていると、xとyのSDは1となるので、相関係数
は共分散に等しくなる。

2．－1≦相関係数≦1であることの証明
　次式はCauchy-Schwarzの式とよばれるもの
で、n個のx1からxnのそれぞれの二乗値の総和
と、n個のy1からynのそれぞれの2乗値の総和の
積は、n個のxiとyiの積の総和の二乗以上になる
ことを示している。

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

　

そこで、n個のxとyの平均を

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

、

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

とし、不等式
のxとyをそれぞれの偏差に置き換えて両辺をn2

で割ると、左辺はxとyの分散の積、右辺はxとy
の共分散：COV (x,y)の2乗に書き換えることが
できる。

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

分散はSDの二乗値であるので

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

より、両辺をSDx2とSDy2の積で割ると、右辺は
xとyの相関係数の二乗に等しくなる。

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

相関係数 ＝
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥×𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦

で定義できる。また、測定データが標準化されていると、𝑥𝑥と𝑦𝑦の は となるので、相関係数は共分
散に等しくなる。

．－ ≦相関係数≦ であることの証明
次式は の式とよばれるもので、𝑛𝑛個の𝑥𝑥1から𝑥𝑥𝑛𝑛のそれぞれの二乗値の総和と、𝑛𝑛個

の𝑦𝑦1から𝑦𝑦𝑛𝑛のそれぞれの 乗値の総和の積は、𝑛𝑛個の𝑥𝑥𝑖𝑖と𝑦𝑦𝑖𝑖の積の総和の二乗以上になることを示してい
る。

(∑𝑥𝑥𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑𝑦𝑦𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

そこで、𝑛𝑛個の𝑥𝑥と𝑦𝑦の平均を𝑥̅𝑥、𝑦̅𝑦とし、不等式の𝑥𝑥と𝑦𝑦をそれぞれの偏差に置き換えて両辺を𝑛𝑛2で割る
と、左辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の分散の積、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の共分散：𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 乗に書き換えることができる。

分散は の二乗値であるので
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2 ≧ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)2

より、両辺を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥2と𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦2の積で割ると、右辺は𝑥𝑥と𝑦𝑦の相関係数の二乗に等しくなる。

1 ≧ (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥 × 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑦𝑦
)
2

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≦ 1

この不等式の解より、－ ≦相関係数≦1が導かれる。
．相関係数の有意性 ）

標本数を𝑛𝑛としたとき、次式により算出される𝑡𝑡値が自由度𝑛𝑛 − 2の𝑡𝑡分布にしたがうことを利用して検定
される。

(∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)(∑(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) ≧ (∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
2

(∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ) (∑ (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 )
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 ≧ (

∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛 )
2

この不等式の解より、－1≦相関係数≦1が導か
れる。

3．相関係数の有意性4）

　標本数をnとしたとき、次式により算出され
るt値が自由度n-2のt分布にしたがうことを利
用して検定される。

Fig. 4　Meaning of the product of standardized data
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生 物 試 料 分 析

𝑡𝑡 = 𝑟𝑟 × √ 𝑛𝑛 − 2
1 − 𝑟𝑟2

のデータより得られる𝑡𝑡値は、

𝑡𝑡 = 𝑟𝑟 × √ 𝑛𝑛 − 2
1 − 𝑟𝑟2＝0.672 × √ 3

1 − 0.6722 = 1.573

自由度 の𝑡𝑡分布における ％有意点は で、 ＞ より相関係数は有意でないと判断できる。
ここで、相関係数の有意性はサンプル数に大きく依存する。サンプル数が 以上であれば、相関係数

が 程度でも有意となる。しかし、その散布図からは 変量間に直線関係を見て取ることはほとんど
できない。統計学的に有意であっても、実質的に意味のある相関関係であるかを考察する必要がある。

．順位相関係数
𝑥𝑥と𝑦𝑦のそれぞれの測定値について、大きさの順番で順位を割り当て、その順位をデータとして計算さ

れるノンパラメトリックな相関分析法である。極端に大きく飛び離れたデータがあるとき、そのデータ
により大きな面積を有する四角形ができるため、相関係数が大きく見積もれる場合に有用となる。

Ⅳ．終わりに
回帰分析と相関分析について解説した。特に、回帰分析における回帰式決定法の選択が重要である。こ

れは日常測定法の比較において、𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による評価報告が決して少なくないからであ
る。相関分析において、予想していたよりも相関性が低い場合、重心付近の測定データをいくつ追加して
も相関係数には大きく反映されないことを付け加えておく。

本論文内容に関連する著者らの利益相反：なし

文献

） 市原 清志：バイオサイエンスの統計学， ，南江堂，東京（ ）
） ホーエル：初等統計学， ，培風館，東京（ ）
） 山西八郎：正規分布と基本統計量，寺子屋統計教室， ，情報機構，東京（ ）
） 山西八郎：臨床検査試薬性能評価に必要な統計手法 回帰と相関．検査と技術， ： ，
） 上野民生，宮子 弘，犀川哲典： 管理システムによる検査過誤検出．日本臨床検査自動化学会

会誌， ： ，

Fig. 3のデータより得られるt値は、

𝑡𝑡 = 𝑟𝑟 × √ 𝑛𝑛 − 2
1 − 𝑟𝑟2

のデータより得られる𝑡𝑡値は、

𝑡𝑡 = 𝑟𝑟 × √ 𝑛𝑛 − 2
1 − 𝑟𝑟2＝0.672 × √ 3

1 − 0.6722 = 1.573

自由度 の𝑡𝑡分布における ％有意点は で、 ＞ より相関係数は有意でないと判断できる。
ここで、相関係数の有意性はサンプル数に大きく依存する。サンプル数が 以上であれば、相関係数

が 程度でも有意となる。しかし、その散布図からは 変量間に直線関係を見て取ることはほとんど
できない。統計学的に有意であっても、実質的に意味のある相関関係であるかを考察する必要がある。

．順位相関係数
𝑥𝑥と𝑦𝑦のそれぞれの測定値について、大きさの順番で順位を割り当て、その順位をデータとして計算さ

れるノンパラメトリックな相関分析法である。極端に大きく飛び離れたデータがあるとき、そのデータ
により大きな面積を有する四角形ができるため、相関係数が大きく見積もれる場合に有用となる。

Ⅳ．終わりに
回帰分析と相関分析について解説した。特に、回帰分析における回帰式決定法の選択が重要である。こ

れは日常測定法の比較において、𝑥𝑥を基準とした最小二乗法による評価報告が決して少なくないからであ
る。相関分析において、予想していたよりも相関性が低い場合、重心付近の測定データをいくつ追加して
も相関係数には大きく反映されないことを付け加えておく。

本論文内容に関連する著者らの利益相反：なし

文献

） 市原 清志：バイオサイエンスの統計学， ，南江堂，東京（ ）
） ホーエル：初等統計学， ，培風館，東京（ ）
） 山西八郎：正規分布と基本統計量，寺子屋統計教室， ，情報機構，東京（ ）
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自由度3のt分布における5％有意点は3.182で、
3.182＞1.573より相関係数は有意でないと判断
できる。
　ここで、相関係数の有意性はサンプル数に大
きく依存する。サンプル数が50以上であれば、
相関係数が0.3程度でも有意となる。しかし、
その散布図からは2変量間に直線関係を見て取
ることはほとんどできない。統計学的に有意で
あっても、実質的に意味のある相関関係である
かを考察する必要がある。

4．順位相関係数
　xとyのそれぞれの測定値について、大きさの
順番で順位を割り当て、その順位をデータとし
て計算されるノンパラメトリックな相関分析法
である。極端に大きく飛び離れたデータがある
とき、そのデータにより大きな面積を有する四
角形ができるため、相関係数が大きく見積もれ
る場合に有用となる。

Ⅳ．終わりに

　回帰分析と相関分析について解説した。特に、
回帰分析における回帰式決定法の選択が重要で
ある。これは日常測定法の比較において、xを基
準とした最小二乗法による評価報告が決して少
なくないからである。相関分析において、予想
していたよりも相関性が低い場合、重心付近の
測定データをいくつ追加しても相関係数には大
きく反映されないことを付け加えておく。
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